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In ’n vorige artikel is verwys na die momentvoortbringende funksie (mvf) as 'n genererende
funksie en hoe dit die afleidings van die momente van statistiese verdelings kan vergemaklik.
In hierdie artikel word hierdie opmerking kortliks toegelig. Dit word oa aan die hand van die
eienskappe van die Bernoulli-, binomiaal- en eksponensiaalverdelings gedoen. Die nut van
die mvf om afleidings oor uitbreidings van hierdie verdelings te maak, word dan verder
toegelig. Om die geheue te verfris word sommige van die resultate wat in die vorige artikel
afgelei is, weer gegee. Dit word dan gevolg deur ’n voorlegging oor die mvf en enkele van sy
toepassings.

Beskou die verwagte waarde van die Bernoulliverdeling, dws waar X ~ Bernoulli ( p) . Die

Bernoulliverdeling bestaan uit slegs een eksperiment in *n binomiaal-scenario. Die
waarskynlikheid van 'n sukses in die enkele eksperiment is p. Die
waarskynlikheidsmassaverdeling is dus

f(x)=p"(1-p)", x=0,1
=0 andersins

Die waarskynlikheid van 'n mislukking, dws dat x =0, 1s 1—- p en die waarskynlikheid van
'n sukses, dws dat x=1,1s p.

Sekere momente, asook die variansie van die Bernoulliverdeling, is afgelei, nl:

,u:E(X):Zl(;xf(x)

=p
o =E(x*)-[E(X)]
=p-p’
=p(1-p)

Die binomiaalverdeling, dws waar Y ~ binomiaal (n, p), dws
n .
/() =[y}py (I=p)"", »=0,123,...n

het tot die volgende eerste niesentrale moment gelei:



Lu=E(Y)=2 3 (¥)

’n Mens sou X as die simbool vir die veranderlike kon gebruik, maar jy sal binnekort die rede
vir Y as die simbool vir die veranderlike waarneem. Dit word gedoen om later enige
verwarring te voorkom. As 'n kontinue voorbeeld is die eerste twee niesentrale momente van
die eksponensiaalverdeling en die variansie, waar 7 ~exp(4) d.w.s.f(1)=24e™, 120,

afgelei, nl

sodat die variansie gevind is as

o =E(1*)-[E(T)]
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Wanneer dieselfde prosedure met die binomiaalverdeling gevolg word, word die analise
effens lastig. Om hierdie probleem te vereenvoudig, moet die mvf en sy eienskappe eers
kortliks bestudeer word.

sX

Definieer nou die mvf as die verwagte waarde van 4 (X ) =¢" en beskou die Taylor-

uitbreiding van die mvf, sodat

MX(S)=E(eSX)=Ze”‘f(x)
x=0
o) 2.2 3.3 4_4
:Z(1+sx++sz)§ +S3); +S4)§ +...Jf(x)

x=0




:il-f(x)+s§xf(x)+%ix2f(x)+%Zx3f(x)+...%Zx”f(x)+...
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Ons noem s die draer van die funksie. Dit is dus duidelik dat indien dit moontlik is om die

n

uitdrukking vir die mvf in ’n reeks van s te ontwikkel, die koéffisiénte van - die n-ste
n!

niesentrale moment direk gee. Ongelukkig is dit slegs 'n ideaal wat selde verwesenlik word
en nie realisties is nie. Daar is gelukkig redding uit hierdie situasie. Neem slegs die n-ste
afgeleide mbt s, stel s =0 en die n-ste niesentrale moment verskyn vanself.

Beskou die Taylor-ontwikkeling hier bo en vind byvoorbeeld die r-ste niesentrale moment
dmv afgeleides:

Vir M, Z e f Volg dat

=Y xe" f(x), sodat diM(s)

S

= ;xeo'”f(x) =

d2 d’

—M sz *f(x), sodat — M (s ) Zx2 O f
ds ds*

3
d Zx3 * f (x), sodat j—M( ) —Zx3 0 f

r

Zx' > sodat d

ds”

M(s) —Zx’ 0 f

Hierdie funksie, nl M, (s)=E (e“'X ) , staan as die momentvoortbringende funksie (mvf)
bekend.

M, (s) het 'n paar heerlike eienskappe vir identiese onathanklik verdeelde (oiv)

veranderlikes wat maklik is om af te lei, oa:
M., (s)=¢"M, (as), want
Moy (s)=E(e“)=e"E(e™)) = "M, (as) en
M, (s)=[M(s)]', want

S;Xi ;SX[ _ E(eSX+sX+...n keer) _ (E(eSX ))”

Let op dat die laaste uitdrukking vereis dat X, = X vir alle i, dws dat hulle identies en
onafhanklik van mekaar is.



Dink nou aan die uitkoms van die binomiaalverdeling as die som van die resultate van n
onafhanklike identiese Bernoulli-eksperimente waar elke eksperiment/uitkoms X, =0 of 1

met waarskynlikhede (1 - p) en p onderskeidelik. Die niesentrale momente van Y = ZX ;

1

kan dus nou soos volg direk afgelei word:

Bepaal die mvf van die Bernoulliverdeling, nl:

1
Mi(s)=2 e p (1-p)~
x=0
=l-p+e’p
:1+p(e‘Y —1)

Nou is die mvf en momente van Y = ZX ., dws die binomiaalverdeling:
i=0

My (s) =M (5)=[ M3 ()] <[t p(e -1)]

%(MY (s)) = n[l +p(es —I)T_1 pe’
d ‘ n-
,U—E(MY(S))S_O=n[1+p(eé_1)J ! pe’ B
=np —
dZ n-2

—(MY (s)):n[1+p(e5 —I)IH -pe’ + pe’ '(”‘U”[“‘P(e’s —1)] -pe’
[(f-g)'=f-g'+g-f’}

:np+p(n—1)np:np+nzp2 —-np> -

2 ' 2
=0 =H—H

=np+n’p’ —np’ —(np)2
=np(1-p)

. . ege . . 2 . A . .
Dit is dus nie moeilik om die niesentrale momente soos g en ¢~ van 'n lineére kombinasie

van ’n aantal onafhanklike veranderlikes af te lei nie. Die resep bly deurgaans dieselfde, nl:
Bepaal die niesentrale momente vir die basisveranderlike en die momente van die lineére
kombinasie volg direk deur van die eienskappe van die mvf gebruik te maak.

Die eksponensiale verdeling beskryf die wagtyd, 7', tot die voorkoms van 'n gebeurtenis.
Veronderstel die gemiddelde voorkomskoers is A eenhede per 'n gespesifiseerde

tydseenheid. 'n Geldige vraag sou wees: Wat is die verwagte wagtyd, ¥ = 21} , totdat die n-

i=1



ste gebeurtenis plaasvind en wat is die variansie van hierdie totale wagtyd? Die
waarskynlikheidsdigtheid vir hierdie scenario, nl die som van ’n aantal onafthanklike identies
verdeelde wagtye, dws die eksponensiaalverdeling, is redelik gedug, nl
A
f(¥)=1T(n)

0, andersins

-y . .n—1

y©, »y>0

Dit vra nogal mooi voetwerk om die momente van hierdie digtheid uit eerste beginsels af te
lei. Gebruik egter die kennis wat ons hier bo reeds bespreek het. Die momente van die
eksponensiaalverdeling het ons reeds hier bo bepaal. Al wat kortkom, is die mvf van die som
van die n onathanklike afsonderlike onathanklike identies verdeelde wagtye. Dus:

1
ﬂl,

0

(=}

=Afe""
0
1 —t(/l—s):|t_m
A —e
{—(l—s) o
_ 2 =A(A-s)"

Die mvf van die som van die n wagtye Y = ZY} word nou geskryf as
i=1

M, (s)= M. (s)=(2(2=3)") =27 (2=s)" for 2>s.

Nou kan ons die verwagte waarde en variansie van die gammaverdeling (wat as die
Erlangverdeling bekend staan indien » heeltallig is) aflei sonder om van lastige
integrasietegnieke gebruik te maak. Dit volg dus nou op die volgende wyse:

M,(s)=2"(1-s)" for A>s.

d n -n—1 n
,ul:u:£[MY(s)loz+nl (A-s) FOZZ:E(Y) -
d? . e n(n+1
=Lty (5)], =~ ()] ="




Soos 'n mens logies kon redeneer, is die verwagte wagtyd tot die n-ste gebeurtenis dus » keer
die verwagte wagtyd tot die eerste gebeurtenis. Dit wil s€, die verwagte wagtyd tot die n-ste

: 1 : . 1
sukses is n I en die variansie is ewe-eens n ?

Op dieselfde manier kan vele komplekse verdelings wat lineére somme van onathanklike
eenvoudige verdelings is, se momente sonder veel moeite bereken word. Die berekening van
afgeleides kan wel soms lastig wees, maar 'n mens moet net sistematies en geduldig te werk
gaan.

'n Laaste voorbeeld word gegee. Beskou die aantal onathanklike herhalings X van ’n
eksperiment of gebeurtenis totdat die eerste sukses behaal word. Let op dat verwagte aantal
eksperimente tot sukses hier ter sprake is en nie die wagtyd soos in die vorige voorbeeld nie,
dws dis die aantal (diskreet) versus tyd (kontinu). Beskou die waarskynlikheid van ’n sukses
met enige eksperiment as p . Let op dat dit ook as die aantal gebeurtenisse voor die eerste
sukses gedefinieer kon wees, maar dan sal die waarskynlikheidsmassafunksie (wmf) so ietwat
anders daar uitsien. Ons hou hier by die “tot en met”-variasie. Dit beteken dat daar eers X —1
mislukkings moet wees voordat die eerste sukses by die X -ste eksperiment voorkom. As die
waarskynlikheid vir 'n sukses by enige eksperiment vas is, s€ p, is die wmf vir die

waarskynlikheid dat die eerste sukses by die X -ste herhaling sal voorkom

x-1

f(x):p(l—p) x=12,3,...
=0 vir enige ander waarde van x

Hierdie waarskynlikheidsverdeling staan as die diskrete wagtyd- (wagbeurt-) verdeling of
geometriese (meetkundige) verdeling bekend.

Die momente kan uit eerste beginsels afgelei word, nl

u :Z:xrf(x)=Z:xrp(1—p)H r=0,1,2,...,
x=1 x=1

maar hier gaan ons eerder die mvf gebruik. Die rede hiervoor sal binnekort duidelik word.

Mx (S):Z_;e‘fxp(l_p)x—l

.‘.k+k2+k3+...=L—l
1-k

1—

k
-k
()= L. 1=P)

! 1-p 1-¢'(1-p)
__ pe
T 1-e'(1-p)

Dit stel ’n mens in staat om die verwagte aantal herhalings van die eksperiment totdat die
eerste sukses behaal word te bepaal. Die afleiding lyk soos volg:




A _d)_ pe
E(X)_lu_dx Mx(S):IS:O dx{l—es(l—p)lzo
| o dm
_ (l—e"(l—p))~peb—pe’-(—e°+pe°) g :g-f'—f-g'
(l—es (l—p))2 y dx g
_pr_1
P p

Dit beteken byvoorbeeld dat as p = 0.4, die verwagte aantal eksperimente tot die eerste

sukses behaal word 1 = R =2.5 is, dws tussen 2 en 3 herhalings gemiddeld per sukses.
P

Hierdie scenario kan nou veralgemeen word. Beskou die aantal onafhanklike herhalings, Y
van 'n eksperiment of gebeurtenis totdat nie die eerste sukses nie, maar die k-ste sukses

k
behaal word. Let op dat Y = ZX . waar X, die aantal eksperimente tot die 1-ste volgende

i=1
sukses is. Laat die waarskynlikheid vir 'n sukses met enige eksperiment weer soos hierbo aan
p gelyk wees. Hierdie wmf staan as die negatiefbinomiaalverdeling bekend en lyk so:!

k-1

=0 vir enige ander waarde van y.

f(y):(y_lj(l—p)y_k p* waar y=k k+1,k+2,...

Dis dadelik duidelik dat om momente uit eerste beginsels vir hierdie wmf af te lei nie so
maklik is nie, maar die mvf dra ons deur die drif. Dis waarom ons in die eerste plek hier bo
die mvf vir die geometriese verdeling afgelei het. Die mvf vir die negatiefbinomiaal-
verdeling is nou maklik om te kry, nl:

M, (s)=M 5 ()= (%T

Gevolglik is die verwagte waarde van Y

1 Dis redelik eenvoudig om hierdie wmf af te lei. Verwys gerus na
https://www.litnet.co.za/wp-content/uploads/2020/07/Waarskynlikhede-3-Kontinue-
modelle.pdf.



https://www.litnet.co.za/wp-content/uploads/2020/07/Waarskynlikhede-3-Kontinue-modelle.pdf
https://www.litnet.co.za/wp-content/uploads/2020/07/Waarskynlikhede-3-Kontinue-modelle.pdf
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Die antwoord is logies as 'n mens onthou dat die aantal herhalings per sukses onathanklik is
van mekaar. Dan volg dit direk dat die verwagte aantal herhalings tot by die k-ste sukses net
eenvoudig k£ maal die verwagte aantal herhalings tot die eerste sukses moet wees. As 'n mens
nou verder die tweede niesentrale momente en dus sodoende ook die variansies van hierdie
meer komplekse verdelings wil aflei, is dit nie moeilik nie.

'n Verdere belangrike eienskap van die mvf is dat dit eenduidig is. Wat beteken dit? Soms
vind 'n mens die mvf van 'n onbekende verdeling deur ’n ompad, maar deur ’n tabel van
mvf’s te bestudeer, kan jy die betrokke verdeling direk herken. Geen twee verskillende
verdelings het dieselfde mvf’s nie. Dis egter nie die einde van die verhaal oor die mvf nie. In
'n latere voorlegging sal ons die effekte bestudeer indien die s in die mvf deur —s, of die e’
deur z, of die s deur —is vervang sou word. Dit beteken dat dus dat ek nou drie nuwe
genererende funksies het, nl:

E (e’SX ) , wat die Laplace-transformasie verteenwoordig
E (ZX ), wat die waarskynlikheidsvoortbringende funksies (wvf) verteenwoordig

E (e”‘X ) , wat die karakteristieke funksies (kf) verteenwoordig.

Die eienskappe van die mvf kan verder gevoer word deur die natuurlike logaritme daarvan te
vind. Dit staan as die kumulantvoortbringende funksie (kvf) bekend. Die niesentrale
momente kan direk hieruit verkry word.

Wat wonderlik van al hierdie funksies is, is die feit dat die mvf vir my tot hierdie ander
funksies lei, sodat dit nie nodig is om hulle elkeen vanuit eerste beginsels af te lei nie. Beskou
die mvf van die eksponensiale verdeling as voorbeeld:

M, (s)=2(A- s)f1 = , dan volg die Laplace-transformasie, die wvf en die

A
(=)
karakteristieke funksies as volg deur net die e’ te vervang mete™,e” of e dwarsdeur die
hele mvf, so eenvoudig is dit.



Ls)= (ij-s)

p
Pls)= (Z—Ins)
p
K(S) - (/”L—is)

Daar word nou nie hier op besonderhede ingegaan nie, maar slegs kortliks op die nut van elk
van hierdie funksies gewys.

Laplace-transformasies stel 'n mens oa in staat om baie moeilike integrale sowel as stelsels
van gesamentlike (parsi€le) differensiaalvergelykings met redelike gemak op te los. Dit werk
$00s ’n droom.

Waarskynlikheidsvoortbringende funksies doen presies dit waarop die naam dui, nl om
waarskynlikhede in die geval van diskrete veranderlikes direk af te lei.

Die karakteristieke funksie is ietwat meer abstrak en meer teoreties van aard. Indien jy al van
Fourier-transformasies gehoor het, dan is dit presies net dit. Dit word oa gebruik om funksies
mbyv trigonometriese uitdrukkings te benader en speel 'n vername rol op die gebied van
elektrisiteit, magnetisme of enige gebied waarin daar golwe voorkom, soos musiekteorie.

Die omgekeerde van die kf in terme van integrale lewer weer die oorspronklike verdeling,
maar dis ongelukkig nie noodwendig 'n maklike prosedure nie; inteendeel. Verder gee die
natuurlike logaritme van die kf die niesentrale momente sonder sukkel feitlik direk.

Genererende funksies behels uit die aard van die saak baie meer as wat hier bespreek is. So is
daar ook nog die magsfunksies, maar ek vertrou hierdie paar bladsye het genoeg inhoud om
vir 'n wyle aan te herkou en ook om jou belangstelling genoeg te prikkel om verder daaroor
na te lees.



